Kapitel 4

Simulationen mit drei Akteuren

4.1 Grundgleichungen

Wir beschéftigen uns jetzt mit allen drei moglichen Akteuren, die sich gegenseitig
beeinflussen kénnen. Mehr als drei Akteure zu betrachten, ergibt keinen weiteren
wesentlichen Informationsgewinn mehr. Die Grundgleichungen lauten nachwievor:

Ei(t + 1) = Ez(t) + 23: emikMk(t)
Mt 1) = Mi(t) — NM()(M? — Mi(t)(Bi(t) + il Bt + 1) — Fi(1))

4.1.1 Von Kooperationen bis zu negativen Koppelungen

Der Unterschied zu dem Modell mit zwei Akteuren ist nun, dass je zwei Spieler eine
Art Koalition bilden kénnen, auch wenn sich ein Akteur unkooperativ verhalt.

Kooperationen zwischen zwei Akteuren, unkooperatives Verhalten von
Akteur 3

Mit dem zugrundeliegenden TEM-Modell ldsst sich auch der Fall eines nicht am
Kyoto-Prozess interessierten Akteures abbilden:

Ubung: Fallbeispiel 1

Die Akteure 1 und 2 einigen sich auf eine Kooperation fiir den Kyoto-Prozess.
Sie mochten ihre Emissionen verringern. Der dritte Akteur will weder am Joint
Implementation-Prozess teilnehmen, noch iiberhaupt Emissionen reduzieren. An-
stelle dessen vertritt er die Interessen seiner Energieerzeuger, die auf konventionelle
Kraftwerke setzen und in den Léndern der anderen Betriebe iibernommen haben.
Er férdert seine Industriebetriebe mit einem jahrlichen festen Betrag.

e Versuchen Sie das Verhalten des Spielers 3 im Rahmen der Grundgleichungen

abzubilden.

Die Akteure 1 und 2 beginnen mit einer Reduktionsverpflichtung von 5 Einheiten.
Welche Auswirkung kann das Verhalten von Spieler 3 haben ?
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e Untersuchen Sie z.B. was passiert, wenn die Parameter em;s betragsméaBig
kleiner sind als die positiven Koppelungen:

— Erreichen die Spieler 1 und 2 ihr Ziel von Null Emissionsreduktionsein-
heiten 7

— Konnen sie es halten und wenn ja, wieviele Mittel miissen sie dafiir auf-
wenden 7

— Stabilisieren sich die Mittelaufwendungen, wenn ja auf welchen Niveau 7

o Wie sieht es bei Extremwerten fiir die negative Beeinflussung durch Akteur 3
aus, z.B. -1 7

o Welche Auswirkungen hat es, wenn sich die Aufmerksamkeitsparameter der
anderen Spieler &ndern 7

Es empfiehlt, sich ¢ > 1 zu setzen, da die Akteure sonst zu schnell einen Mittelein-
satz von 1 erreichen, aus den sie nicht mehr herauskommen (numerisches Problem).

Fallbeispiel 2:
Alle drei Akteure kooperieren.

o Welche Ergebnisse:
Versuchen Sie den geringstmoglichen Mittelaufwand und die kiirzeste Zeit zu
ermitteln, die die Akteure benétigen, wenn sie wieder ein Kontingent von 5
Reduktionseinheiten zu erfiillen haben 7

Fallbeispiel 3: Unkooperatives Verhalten

Alle drei Akteure kooperieren nicht, wollen aber trotzdem ihre Ziele erreichen. Das
Verhalten kann -wie schon bei zwei Akteuren- zu Schwingungen fithren, aber auch
ein besonderes Verhalten zur Folge haben:

Chaotisches Verhalten beim TEM—-Modell:

Treffe die folgende Auswahl an Parametern (siehe [18]:

Akteur | Emissionsred. | Mittel | Budget | ¢ A | em—-Matrix
1 -1 0,3 1 10 | 0,82 1 -0,7 -0,3
2 0,6 0,1 1 10 | 0,25 -0,8 1 -0,2
3 0,5 0,2 1 10| 04 -0.9 0,1 1

o Was fallt auf ?

e Was passiert, wenn man ¢ auf 11 setzt 7

4.2 Mathematischer Exkurs: Chaos

Von Schmetterlingen und seltsamen Attraktoren

1963 entdeckte Edward Lorenz eine neue Form von Gleichgewichtspunkten bzw. At-
traktoren, bei denen die System ein bis dahin unbekanntes Verhalten zeigten. Zur
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Erinnerung: Gleichgewichtspunkte sind diejenigen Stellen, an denen das System zur
Ruhe kommt und keine sichtbaren Anderungen mehr stattfinden. Bei einem ein-
fachen Populationsmodell -mit nur den Vorgéangen: Sterben und Geborenwerden -
liegt ein Gleichgewicht genau dann vor, wenn sich diese beiden Punkte ausgleichen.
Vor der Entdeckung Lorenz’ waren nur einfache Gleichgewichte und periodisches
Verhalten als mogliche Formen von Attraktoren bekannt. Periodisches Verhalten
bezeichnet —wie der Name schon sagt— Schwingungen mit einer festen Frequenz.
Nach einer bestimmten Zeitspanne gelangt das System wieder in den Ausgangs-
punkt zuriick. Bei z.B. einer Schwingung mit Periode vier werden damit insgesamt
vier Punkte immer wiederholt. Jeder dieser Punkte wird nach vier Zeiteinheiten
wieder erreicht und keinesfalls vorher. Schwingungen treten bei diskreten und kon-

tinuierlichen Systemen auf.

Periodische Schwingung (diskret): Log. Abbildung
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Periodische Schwingung (kontin.): Raeuber-Beute-System
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Hier fand sich eine neue Variante, die den Namen seltsamer Attraktor erhielt. Die
Darstellung des seltsamen Attraktors erfolgt zumeist in einer Abbildung, die Pha-
senraum genannt wird. Dort wird nicht eine Zustandgréfle gegen die Zeit, sondern
mehrere ZustandsgroBen des Systems gegeneinander aufgetragen.

Raeuber-Beute-System: Phasenraum
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Obgleich beim Lorenz—Attraktor zu erkennen ist, dass nachwievor eine Art Begren-
zung der Bahnen existiert, kann die genaue Position des Systems zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt nicht vorhergesagt werden. Obwohl seltsame Attraktoren zuerst bei
chaotischen Gleichungen entdeckt wurden, wird der Begriff heute fiir Gleichgewichts-
punkte mit fraktalen Eigenschaften gebraucht. Der Lorenz—Attraktor besitzt diese

48



ebenfalls. Die Gleichungen, die bei der Entdeckung des chaotischen Attraktors be-
nutzt wurden, haben eigentlich eine recht einfache Form. Prinzipiell beschreiben sie
Konvektionszellen in der Atmosphéare (aber das ist hier weniger wichtig).

d

d—f = o(y— 1)
dy

— = rr — — Iz
di Y

d

d—j = zy— bz

Fiir bestimmte Kombinationen der Parameter o, r und b erreichen die Zustands-
groflen weder Gleichgewichtspunkte, noch Zyklen, noch gehen sie gegen Unendlich.
Zuniachst einmal wollen wir uns mit den Gleichgewichten der Lorenzgleichung be-
schiftigen.

Aufgabe:
e Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte der Lorenzgleichung in Abhéngigkeit
von o, r und b. Setzen Sie also Z—?, 3—1; und % jeweils gleich Null.

e Wieviele Gleichgewichtspunkte gibt es und wann (d.h. fiir welche Kombina-
tionen fiir o, r und b) existieren sie ?

Wenn man alle Parameter aufler » unverandert (meistens b = 8/3 und ¢ = 10)
lasst, kann man ein interessantes Verhalten bei der Variation von r erkennen. Wir
hatten bereits gesehen, dass zwei der drei Gleichgewichtsparameter nur dann exi-
stieren, wenn r > 1 gilt. Zu Beginn haben wir damit nur einen einzigen stabilen
Gleichgewichtspunkt, den Nullpunkt. Wird r hingegen grofler als eins, so wird der
Nullpunkt instabil, und die beiden anderen neuhinzugekommenden stabil. Je nach-
dem mit welchen Startpunkt das System beginnt, wird es sich auf den einen oder
den anderen Gleichgewichtspunkt zu bewegen.
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Knoten
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Ab einen Wert von 1,346 andert sich das Verhalten des Systems in der Nahe der
Gleichgewichtspunkte. Zuvor lief es auf direktem Weg in sie hinein und zeigte damit
eine monotone Anndherung (stabiler Knoten). Jetzt umkreist es die beiden Punkte
in immer enger werdenden Bahnen bis es schlieBlich in ihnen endet (stabiler Fokus).
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Dieses Verhalten wird vom System bis zu einem Wert von 13,926 aufrecht erhal-
ten. Danach zeigt sich eine Struktur, die sich instabiler Grenzzyklus nennt. Diese
Gebilde sind geschlossenene Bahnen, die innen entweder einen (meist) instabilen
Knoten oder einen instabilen Fokus enthalten (vergl.[16], S. 101). Der wesentliche
Unterschied zum normalen periodischen Verhalten, besteht darin, dass Periode und
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Amplitude nicht von den Anfangsbedingungen des Systems abhéngen.

Im vorliegendem Fall sind die Grenzzyklen allerdings selbst instabil, d.h. sie werden
nicht angenommen. Sie trennen vielmehr den Raum um einem Gleichgewichtspunkt
in zwei Teile:

Nur diejenigen Losungsbahnen, die in das Innere des Grenzzyklus eines Gleichge-
wichtspunktes gelangen, konvergieren gegen ihn. Das kann dazu fithren, dass zwei
Loésungen, die mit leicht unterschiedlichen Startwerten beginnen, in unterschiedliche
Attraktoren hineinlaufen. Die Radien der Grenzzyklen werden mit zunehmenden r
immer kleiner. Die Bahnen des Systems kreisen haufiger um die beiden Gleichge-
wichtspunkte herum, bis sie schlieBlich in einem miinden.

Anfangsbedingungl ——
Anfangsbedingung2 --—-----

Wenn r schliefilich den Wert von 24,74 iibersteigt, so beginnt das chaotische Ver-
halten, das typisch fiir den Lorenzattraktor ist. Die beiden Gleichgewichtspunkte
werden vom System umbkreist. Irgendwann (nicht vorherzusagen) verlasst das Sy-
stem den einen Gleichgewichtspunkt und wechselt zum néchsten. Dabei ist auffallig,
dass sich die dabei entstehenden Bahnen nie kreuzen.
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Lorenz-Attraktor

Im Internet gibt es viele Seiten mit Applets, mit deren Hilfe man die Lorenzgleichung
nachzeichnen kann, so z.B. unter

e http://www.robert—doerner.de/Lorenz-System /lorenz-system.html
e http://kong.apmaths.uwo.ca/ ~bfraser/versionl/nonlinearlab.html

Die Gleichungen sind eines der Standardbeispiele bei der Einfithrung in das Gebiet
der chaotischen Systeme und finden sich in jedem Buch iiber dieses Thema. Es
fehlt bisher noch die eigentliche Definition fiir chaotisches Verhalten. Eine Gleichung
(bzw. ein System) zeigt chaotisches Verhalten, wenn folgende Punkte erfiillt sind:

e Starke(d.h. sensible) Abhéngigkeit von den
jeweiligen Anfangsbedingungen

e Es liegt ein aperiodisches (kein Punkt wird zweimal durchlaufen)
beschrinktes (ein Gebiet wird nicht verlassen) Verhalten vor

Die erste Bedingung sagt aus, dass wenn zwei Losungen der Gleichung mit leicht an-
deren Anfangswerten starten, sie sich nach einiger Zeit vollkommen unterschiedlich
verhalten. Aperiodisch bedeutet, dass keine regelméfigen Schwingungen existieren,
das System wiederholt sich damit nicht. Kein Punkt des Phasenraumes wird zwei-
mal angenommen. Gleichzeitig bleibt das System aber innerhalb eines beschrankten
Gebietes, d.h. die Losungen wachsen nicht monoton an. Ansonsten wiirde das expo-
nentielle Wachstum der zweiten Bedingung entsprechen.

Beide Bedingungen werden vom Lorenzattraktor erfiillt. Aufgrund der ersten Bedin-
gung formulierte Lorenz den sog. Schmetterlingseffekt beim Wetter. Da komplexe
Systeme eine sehr grofle Abhédngigkeit von den Anfangswerten aufweisen und da das
Wetter ebenfalls ein duflerst komplexes —vielleicht chaotisches— System ist, kann eine
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geringstfiigige Anderung der Bedingungen (wie zum Beispiel durch den Fliigelschlag
eines Schmetterlings) das Endergebnis vollkommen verdndern. Davon kommt die
haufig zitierte Aussage, dass der Fliigelschlag eines Schmetterlings in China einen
Wirbelsturm in den USA auslésen konnte. Eine andere Theorie erklart den Namen
Schmetterlingseffekt allerdings mit der eigenartigen Form des Lorenzattraktors.

TRESCKOWS NA(HBORSE
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Abbildung 4.1: Neues von der Chaostheorie: FAZ, 14.1.2000

Ob das Wetter tatsachlich ein chaotisches System darstellt oder ob es sich nur um
ein komplexes System handelt, dessen Parameter unzureichend bestimmt sind, ist
unklar. In der Natur kann Chaos direkt nicht nachgewiesen werden. Es findet sich
allein in den Gleichungen, die man zur Beschreibung des Systems herangezogen hat.
Bei der Modellierung von Systemen liegt die Problematik in der Situation, dass die
Parameter der gewéhlten Gleichungen, beim Lorenz—System z.B. r, zumeist nur mit
einem Unsicherheitsfaktor bestimmt werden kénnen. Im haufigsten Fall erhalt man
ein Intervall mit einem moglichen Minimal- und Maximalwert. Hier kann sich das
Verhalten des Systems radikal &ndern, je nachdem welchen Wert man nimmt. Am
Beispiel des Lorenzsystem 1aBt sich das Problem gut verdeutlichen. Nehmen wir an,
wir hiatten r beim Wert von 24 mit einer Unsicherheit von 1 bestimmt. Damit sind
wir uns ziemlich sicher, dass der Wert irgendwo im Intervall von 23 bis 25 liegen
muss. Falls r kleiner als 24,74 sein sollte, miindet das System nach einiger Zeit in ei-
nem der beiden Gleichgewichtspunkte. Andernfalls haben wir chaotisches Verhalten.
Verglichen mit Wetterbedingungen, wére das gleichbedeutend mit dem Unterschied
zwischen einem leichten Sturm und einem Orkan.
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Die folgende Abbildung zeigt den unterschiedlichen Verlauf zweier Kurven, wobei
sich r nur um 0,25 unterscheidet. Die Startwerte waren dabei identisch. Aus Griinden

der Ubersichtlichkeit wurde erst bei ¢ = 90 mit der Darstellung begonnen.
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Ahnliches gilt haufig fiir die Startwerte, da auch hier Messungenauigkeiten auftreten
konnen. Wie bereits erwahnt, kann schon der geringste Unterschied zu vollkommen
anderen Ergebnissen fithren. Die Entdeckung des Lorenzattraktors geschah, als Lo-
renz die Rechnungen zweimal durchfithrte, das eine Mal waren die Werte bis auf
sechs Stellen angegeben, das andere Mal auf drei Stellen gerundet. Die Ergebnisse
waren vollkommen unterschiedlich (siehe [15]). Damit bekommt man extreme Pro-
bleme mit der Interpretation der Ergebnisse.

Die Startwerte der Zeitreihen der folgenden Abbildung unterscheiden sich nur in der
y—Koordinate um 0,00001. Wie man sieht, beginnen sie nach einiger Zeit vollkom-
men anderes Verhalten zu zeigen.
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Bei Differentialgleichungen wird Chaos schon bei strukturell sehr einfachen Glei-
chungen, wie dem Lorenz—System erreicht. Aber es gibt noch wesentlich einfachere
Systeme, die bereits chaotisches Verhalten zeigen. Dafiir miissen wir wieder den
Bereich der Differentialgleichungen verlassen.

Chaos in der logistischen Wachstumsgleichung

Wihrend bei Differentialgleichungen, wie denen fiir den Lorenzattraktor, stets mehr
als zwei simulierte GréBen notwendig sind, um chaotisches Verhalten zu erzeugen,
reicht bei Differenzengleichungen eine einzige aus. Die einfachste Differenzenglei-
chung, die chaotisches Verhalten zeigen kann, ist die gutbekannte Gleichung fiir das
logistische Wachstum: X(¢4+1) = rX(¢)(1— X(¢)). Wir haben gesehen, dass sie zwei
Fixpunkte (d.h. Punkte mit X (¢4 1) = X(¢)) aufweist: X; = 0 und X3 = 1. Das ist
aber noch nicht das Ende ihres Verhaltensspektrums. Der entscheidene Parameter
ist hier r.

Aufgabe:

Die logistische Abbildung lédsst sich leicht mithilfe eines kleinen Computerprogram-
mes nachstellen (oder siehe [5]).

o Was passiert, wenn r variiert wird 7 Welches Verhalten léasst sich feststellen,
wenn r grofler wird als 3 7 Gibt es noch weitere Veranderungen ?

o Was passiert, wenn r grofler ist als 3,57 7 Starten Sie mit zwei eng beieinan-
der liegenden Werten. Ist noch ein regelméaBiges Verhalten im Diagramm zu
erkennen ?

Bei 3,57 erreicht die logistische Abbildung schliellich ebenfalls chaotisches Verhal-

ten. Tragt man die Gleichgewichtspunkte gegen den Parameter r auf, erhélt man das
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wahrscheinlich bekannte Bifurkationsdiagramm, welches fiir diese Gleichung typisch
ist. Eine Bifurkation ist der Punkt, an dem qualitative Anderungen im Verhalten
auftreten, d.h. neue Gleichgewichtspunkte hinzukommen oder zum Beispiel ein bis-
heriger Fixpunkt von einem Grenzzyklus abgelost wird (Hopf-Bifurkation). Hier
wird ein Gleichgewichtspunkt abgelost von zwei, die wiederum von vier usw. bis die
Trennung quasi verschwimmt.
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Aufgrund der dabei entstehenden Form, nennt man diesen Bifurkationstyp auch
Heugabelbifurkation. Im Gegensatz zum Lorenz-System zeigen sich hier keine selt-
samen Attraktoren. Beiden Systemen ist allerdings eine Besonderheit gemeinsam.
Fiir bestimmte Werte von r existieren sogenannte Fenster im chaotischen Verhalten,
wo wieder regelmafBiges Verhalten auftritt. Beim Lorenzsystem ist dies bei r = 100, 5
der Fall, bei der logistischen sind die Fenster im Bifurkationsdiagramm gut zu er-
kennen. Das Lorenz—System stellt die einfachste chaotische Gleichung im kontinu-
ierlichen Fall, die logistische im diskreten Fall dar. Es gibt noch eine Vielzahl gut
untersuchter chaotischer Abbildungen, so die Rossler—Abbildung;:

dz

o = =ty
d

d—ij = x+ay

dz

= b+ z(z —¢)
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Aufgabe:
e Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte in Abhangigkeit von a, b, c.
e Halten Sie @ und b auf 0.2 fest und variieren Sie c. Was ergibt sich 7

Ein Programm hierfiir findet sich z.B. bei Haftendorn (siehe [9]) bzw. fertige Java—
Applets unter

o www.cs.tpu.ee/ ~jaagup/uk/dynsys/ds2/chaos/Simulation/Rossler/rosslersimulate.html

e kong.apmaths.uwo.ca/ ~bfraser/versionl /rosslerintro.html
(zeigt nur die xy—Ebene)

(Achtung: Das System muss sich eventuell erst einschwingen, anfanglich kann aty-
pisches Verhalten auftreten, das aber nach kurzer Zeit verschwindet. Daher ist es
besser, erst nach einiger Zeit (¢t = 50 bzw. 100) mit der Darstellung zu beginnen.
Ein guter Startpunkt fiir (z,y, z) ist (5,0,0)).

Poincaré (ein bertihmter Mathematiker und der eigentliche Entdecker chaotischen
Verhaltens) soll {iber Attraktoren dieser Form gesagt haben (siehe [15]):

»Man ist von der Komplexitat dieser Figur so betroffen, dass ich nicht
einmal versuche, sie zu zeichnen.“

Warnung:

Wenn man das logistische Wachstum im kontinuierlichen Fall mit der Euler—Methode
diskretisiert, dann ist das Endergebnis die logistische Abbildung mit ihren Schwin-
gungen und chaotischem Verhalten. Die eigentliche Ausgangsabbildung, die logisti-
sche Wachstumsgleichung, zeigt dies nicht!

Zusammenfassung Kapitel 4

Kapitel 4 behandelt den allgemeinen Fall von drei Akteuren. Hierbei wird auf die
unterschiedlichen Méglichkeiten der gegenseitigen Beeinflussung der Spieler einge-
gangen.

Zum Schlufl wird anhand eines konkreten Beispieles der Unterschied zwischen einer
kontinuierlichen Beschreibung und einer zeit—diskreten Abbildung erldutert. Mithilfe
des sogenannten Lorenzsystems wird hierbei in das Gebiet der chaotischen Syste-
me eingefithrt, um auf die Problematik einer realistischen Modellierung aufmerksam
zu machen. Damit soll beim Leser der kritische Umgang mit Modellen gefordert
werden.
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